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Formulation Of Criteria For The Design Of
Proportional Controllers

Resumen - El presente articulo describe un
analisis de la respuesta temporal de modelos sencillos
de primer y segundo orden describiendo sus
caracteristicas, para desarrollar criterios de disefio de
controladores  proporcionales centrados en los
modelos de segundo orden. EI proceso de
formulacién es el de desarrollar formulas practicas
que permitan proponer condiciones bésicas y reglas
de construccion de controladores proporcionales para
modelos superiores e iguales a los de segundo orden.
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Abstract - This article describes an analysis of the
temporal response of simple first and second order
models, describing their characteristics, to develop
design criteria for proportional controllers centered
on second order models. The formulation process is
to develop practical formulas that allow proposing
basic conditions and construction rules for
proportional controllers for models greater than and
equal to those of second order.
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I. INTRODUCCION

Que son sistemas de control, la regulacion

automatica, los sistemas realimentados. ¢es
electrénica? ¢para qué sirven? Son preguntas
frecuentes entre estudiantes de ingenieria.

Bennet (1996) dice que nombres como control o
automatica no han calado en el pablico, mientras que
otros relacionados, como cibernética o robdtica,
obtienen mucho mas reconocimiento y comprension
aparente. La palabra control es especialmente
ambigua, porque se usa en contextos en el que poco
tienen que ver.

Un articulo de Samad (2009) describe esta situacion,
resumida en el titulo: «<Entonces, ¢qué es de verdad la
ingenieria de control?». Ofrece como explicacién que
el control como producto es a la vez intangible y
omnipresente. La ingenieria de control esta por todas
partes, pero escondida, hay que afiadir ademas que es
una tecnologia que apoya a otras, facilitando la
solucion de problemas; Astrém(1999). En la historia
de la tecnologia hay un hilo invisible que ha tenido
un efecto profundo en las distintas olas del progreso.

¢Por qué debo conocerlo?:

* Porque estan presentes en muchisimas aplicaciones
tecnoldgicas.

* Porque prestan una contribucion esencial a muchas
de ellas.

* Porque se relacionan con todas las especialidades de
la ingenieria y con las matematicas.

* Porque trascienden la ingenieria hacia la ciencia.

* Porque sirven para comprender mecanismos de la
naturaleza y de la humanidad, en otras disciplinas
cientificas como la biologia, la psicologia o la
economia.
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Il. PLANTEAMIENTO

Un controlador proporcional, es un mecanismo de
control que a través de un lazo de retroalimentacion
permite regular la velocidad, temperatura, presion y
flujo entre otras variables de un proceso en general.
El controlador calcula la diferencia entre nuestra
variable real contra la variable deseada.

LA CAJA DE HERRAMIENTAS DEL
INGENIERO DE CONTROL

En primer lugar, el modelado: como obtener modelos
matematicos de los sistemas que se controlan y de los
reguladores. Estos modelos deben permitir el estudio
de asuntos cruciales, como la estabilidad, y por tanto
deben reflejar la evolucién en el tiempo: modelos
dindmicos, frecuentemente en forma de ecuaciones
diferenciales

Los diagramas de bloques permiten modelar de forma
grafica y obtener descripciones complejas a partir de
la conexion de modelos sencillos

El modelo, como representacion matematica puede
estudiar la respuesta dinamica (en el tiempo) y la
estabilidad. La herramienta bésica es la funcion de
transferencia, que es la ecuacidon diferencial
transformada en cociente de polinomios. Permite
calcular y extraer informacion de las respuestas en el
tiempo y en la frecuencia

La respuesta temporal o transitoria es como se llega
al régimen permanente y la caracteriza la Rapidez y
el Amortiguamiento

Los modelos sencillos son los méas utilizados, estos
modelos son: Sistema de primer orden y sistema de
segundo orden

Sistema de primer orden,
por definicidn su funcién de transferencia es:

Y(s) ¢f a 1 1
F(S) :Q = — =— T=—
U(s) s+a l+st a
Se deduce las siguientes Condiciones
= Estable, a >0, t>0
= Sin ceros

= Normalizado, F(O) =1

Respuesta a un escalon

U = (0, V()=

YE) =FEUE) = s(si a) - %_ (s i a)

t

y)=1-e=1-¢ *

L

—

Respuesta a una rampa
1 a
ut)=t-up(t), U@)==5 Y(5)=—5——
0 s? ©) s’(s+a)
t

y(t)=t—t(1-€ )

Sistema de segundo orden

2
def 1 Con

1+2—Cs+ —

F(s) = =
® [5)2 $2+ 20w, 5+
('On

Condiciones

Estable, ®,>0,{>0-
Oscilante, ¢ = 0.

Sin ceros

Polos y Respuestas;

Vision General
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FORMULACION DE CRITERIOS PARA EL DISENO DE CONTROLADORES PROPORCIONALES

o
Polos: Si —gy >>—-a,, a,>>a:
y=1-—2 gu, A gt o g
278 -8

Respuesta a un escalon para £'< 1.

=D Polos: ; ; 2

- 0l0s: 5= —at jb=-w,(c+j\1-¢)
/

Propiedades de la respuesta:
Sistemas con igual (; distinta (O cambia
s6lo la escala de tiempos. La rapidez es mayor si O,
aumenta. Tipos de respuestas:

C>1 Sobreamortiguado

C =1 Amortiguamiento critico
0<C<1 Subamortiguado

=0 Oscilante

(; <0 Inestable

. L

1.2

0.8

0.6

/&
H
//ﬁ%///

0.4

. / \

~
~
-
L

Respuesta a un escalén para ¢ > 1.
{>1 Sobreamortiguado

Polos: —a,,—a, = -0, ((;;\/ﬁ)

Respuesta:
et 4

y(t) =1-
2~ 38—

=1 Amortiguamiento critico
Polos: -3, =—a, =-a=-0,
Respuesta: yt)=1-e™* +ate™
Rapidez
ts =ts50%, Hay que determinarlo numéricamente
ts~5/a si¢=1

a, q

efazt

Polo a

O
J

®n

b=og
.| a=arcsen(

Respuesta:

y(t)=1- e cos(bt — o)
cosa
Amortiguamiento
byt _, L n
dt P b
_ __ p-rniga
M, =R =€

Sistemas de Control y Modelos

Para muchos sistemas reales pueden usarse modelos
de primer y segundo orden.

Tipicamente se desprecian constantes de tiempo
pequefias del lazo abierto.

El Sistema de Segundo Orden como Modelo de un
Sistema de Control

—-O—P K

4
\

g s (1+sT)

La ganancia K (control proporcional) es ajustable.

K
F(s):@: s+sT) K o>
Rs) 1, K K+s+Ts?  s?+20m,5+n3
S(1+sT)
1 _IK
>T2uKT “ T
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®
Con T dado: Factorizacion particular del lazo abierto:
Estable para todo K, 1 1 n Parametro o “gan_anma
(=——o— Zi Ceros del lazo abierto, m ceros.
2JKT VK pi Polos del lazo abierto, n polos.
La rapidez, depende del parametro que se use para ﬁ (s-2,)
definirla. P.e., el  minimo no es para £=0,7" | !
s ' G(S)H(s) =n-"3——
Si se fija M, Q)" la rapidez y la precision vienen ya H(S_ n)
. i=1
determinadas. D Ejemplo (el sistema de segundo orden como
modelo)
1.4
K=25
1.2 r O K [y 1 y;
/ \ | s@+sT o
1 —_—
038 / e
| =
0.6
/ K=0 k=01
04 T=0,1 K 1
G(s)H(s) = =N
s(1+0,1s) s(s+10)
0.2
n = 10K
00 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 Lo
L] Puede obtenerse de forma analitica:
Respuesta a escalon en consignacon T = 1 1+G(s)H(s)=0 — s(s+10)+n=0 — s=-5+.25-n
Las constantes de  tiempo  despreciadas
Especificaciones de la Respuesta Temporal
El estudio anterior era para sistemas de segundo
orden.
La respuesta de un sistema es similar si el sistema )
tiene una par de polos dominantes. /J:
Para sistemas en general puede darse especificaciones /
de respuesta temporal en el disefio. /
/ -
Parametros Polos Respuesta a //‘\ \\ \
un escalén -10 x ¥
Amortiguamiento ¢ o Mp 0
Valores tipicos 0,5 0,7 30°, 45°  15%, 5% Y
Rapidez ® A b o o & Condiciones Basicas y Reglas de Construccion
(salvo t; supone o .. .
qoomparar T Ecuacion caracteristica:
similar
amortiguamiento) 1 + G(S) H (S) — 0
Aplicabilidad 29 orden Con 2 polos Sistemas en Forma polinémica:
dominantes general n m
(nc:j:zaﬂrcf:(;;nr:.;las 1;[(5 -pi)+ T'll;[ (s-z)=0
De ésta se deduce que:
Ill. FORMULACION DE CRITERIOS . .
El nimero de raices (polos de lazo cerrado) es max
Lugar de las raices, Trayectoria, en el plano {m. n}
complejo, de los polos del lazo cerrado F(s) en Para n = 0 hay n raices que coinciden con los polos
funcion de un parametro 1. n =% nay a P
de lazo abierto.
O




@

o

FORMULACION DE CRITERIOS PARA EL DISENO DE CONTROLADORES PROPORCIONALES

Para n = o hay m raices que coinciden con los ceros
de lazo abierto.

Reglasparan>m, >0

Otra forma de la ecuacién caracteristica:

ﬁ(S—Zi)

G(H(s) =n-F—=-1

[6-r
i=1

Condicién argumental: Permite saber si un punto s
pertenece al lugar de las raices:

n

Zarg{s— pi}—Zarg{s—zi}z (2q+Dn geZz

i=1 i=1

Condicién modular: Permite obtener el valor del

pardmetro m, conocido s:
n

H‘S_pi‘

T]: i;l
H‘S_Zi‘
i-1

Ejemplo (condiciones argumentales y modular)
S+4
G(s)H(s)=n

s(s+2)
3t

Condicion argumental: El punto s = -2 + j2
pertenece al lugar:

arg{s}+arg{s + 2} —arg{s + 4} = 135°+90°-45°=180°

Condicién modular:

_lsl-s+2] 2v2-2

= = 2
1 s+4 22

Reglas del lugar de las raices (n >m, r>0)

1 Simetria: El lugar es simétrico respecto del eje
real, ya que las raices son reales o complejas
conjugadas.

2 Ramas (forma polinémica):
n m
[ Js-p)+n] Jes-2)=0
i=1 i=1

Hay n ramas que parten de los pi paran = 0.
Hay m ramas que parten de 10s z; para 1 = .
Hay (n —m) ramas que van a oo (regla 4).

3 Eje real: Cond. argum.
n

D args—p}- Y argfs—z}=(2q+)n
i=1

i=1

Pertenecen los tramos que dejan a su derecha un
namero impar de polos + ceros.

4 Asintotas: Cond. argumental, para S — 0,

D argls—pid- ) argfs—z}=nb, —mo, = (24+Dr

i1 i-1
S = (29+D)rn
n-m
Se cortan en:
n m
Z pi - ZI
A= i=1 i=1
n-m

Para (n—-m) =0, no hay. (n-m) =1,
A =180°.
(n_m) = 21 (I)A = igoo (n_m) = 3:
¢, =180°, £60°.
Puntos de salida (entrada) del eje real:
El punto de salida (entrada) de una rama del eje real

entre dos polos (ceros) es un maximo (minimo) del
parametro m sobre el este eje.

Angulo de salida (entrada) de polos (ceros):
Aplicar la cond. arg. en un punto infinitesimalmente
préximo.

b) 6.2.2 Relajacion de restricciones
1) Reglas (7 < 0)

Condicién argumental:

n m
D agls-p}- D agls-z}=20n  qeZ

i=1 i=1

Condiciéon modular: Da el médulo del pardmetro.

<
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Cambian las reglas que tienen que ver con la
condicién argumental:

3 Eje real: Pertenecen los tramos que dejan a su
izquierda un nimero impar de polos + ceros.

4 Asintotas:
_2qm
n—m

O a

(No se cortan en A). ¢A = O es siempre la
primera.

Reglas (n < m)
m

[T6-2 ]l[(s—pi)
i=1 -1 N 1753 -1

n n - m -
[Te-m Tls-
i=1 i=1

Las ramas van de polos a ceros en cualquier caso.
Reglas (Otros parametros)

Se aplican las técnicas si
factorizacion similar.

se consigue una

Ejemplo: Conocido K

K —_—
s(1+Ts)
n=T

G(s)H(s) =

SZ

K+s@+Ts)=0 — K+s+Ts?=0 — 14T
s+K

=0

IV. EJEMPLO
Se tiene una planta cuya funcion de transferencia es:

1
~ 5(1+0,4s)(1+0,15)

it

P(s)

~ »o>» o) |—o—> P(s)

Control proporcional C(s) = K
G(s)= K !

= n=25K
s(1+0,4s)(1+0,1s) s(s+2,5)(s+10)

Dibujar el lugar de las raices

\/

Polos de lazo abierto: AN
s=0,s=-2,55s=-10.

Ceros de lazo abierto: no hay.

Condicién argumental:

arg{s}+arg{s + 2,5} +arg{s +10} =180°

Condicion modular: N
n=Is-/s+2,5-s+10|
(R1) Solo hay que dibujar la parte de arriba. P L

(R2) Tres ramas, que salen de los tres polos.

(R3) Eje real

(R4) Asintotas
be e (2q+1)180° _ (2q+1)180° _
A Y h-m ~  3-0
q=-1,0,1

—60°, 60°,180°"

(R5) Punto de salida del eje real: amortiguamiento
critico, C =1
Xs = arg max{x(2,5—-x)(10 - x)}=1162
n, =13,74

Corte con el eje imaginario: Limite de estabilidad,
pulsacion de oscilacion

90°+arctg Yy arctg Y _ 1800
2,5 10
0,=Yy= 5
N, =552 +2,524/52 +102 = 312,5
K, =125

Disefiar un control proporcional

Disefio para £=0,5. interseccion de una linea a
30° con el eje imaginario con el lugar
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o
J3x J3x aunque con tecnologia ya anticuada, las
120°+arctg ——— +arctg—— =180° ideas son muy (tiles.
2,5— 10—
X=1 [6] G.F. Franklin, J. D. Powell, M. L. Workman

Sn=24/3%2 +(2,56—x)%/3x% + (10— x)? = 42
K =1,68
Margen de ganancia para C =0,5

M, = Ru _ M _ 74
K

‘ n

IX. CONCLUSION

Las formulas desarrolladas en la solucion del ejemplo
permiten un analisis matematico exacto para la
obtencion de los pardmetros de control proporcional
utilizando herramientas del calculo matematico y la
geometria analitica. Se utilizo las mismas en una
serie de modelos de planta donde los resultados
entregados cumplen el rigor propuesto en el articulo.
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