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LEAST SQUARE ADJUSTMENT IN TWO-DIMENSIONAL
AFFINE COORDINATE TRANSFORMATION

Resumen - En el documento se aplica un modelo
matematico-estocastico para el ajuste minimo
cuadratico de la transformacién de coordenadas Afin
en el espacio bidimensional.

Palabras Claves— Ajuste minimo cuadratico de la
Transformacion de coordenadas Afin, en el espacio
bidimensional.

Abstract - The paper a mathematical-stochastic model
is apply for the least square adjustment of the Affine
coordinate transformation in two-dimensional space.

Keywords— Least squares adjustment of the Affine
coordinate transformation, in two-dimensional space.

l. INTRODUCCION

1. DESCRIPCION GENERAL

Un problema frecuente en la fotogrametria y el
tratamiento de imégenes es la conversion de
coordenadas rectangulares de un sistema a otro. Para
la localizacién adecuada de estos puntos en sistemas
diferentes, se requieren de procedimientos de
transformacion de coordenadas rectangulares entre
distintos sistemas de referencia.

En la fotogrametria, cominmente se determinan las
coordenadas de puntos desconocidos en un sistema de
coordenadas  rectangulares arbitrario. Estas
coordenadas, deben transformarse a un sistema de
coordenadas calibradas, empleadas para otras
actividades posteriores.

Estos procedimientos son denominados
transformacion de coordenadas, los cuales requieren
de algunos puntos conocidos en ambos sistemas,
Ilamados puntos de control.

2. ANTECEDENTES

La transformacion de coordenadas es un
procedimiento de cambio de coordenadas aplicando
relaciones matematicas determinadas para cada
requerimiento. En la fotogrametria, usualmente se
requieren de procesos de transformacion de
coordenadas que preserven el paralelismo de las
lineas, pero no necesariamente las distancias y los
angulos, llamado Transformacion Afin, generalmente

en R?y K3,

Para  los  procedimientos  rigurosos  de
transformacion, usualmente se requieren al menos dos

puntos o tres puntos de control en R?o NP,
respectivamente. La redundancia de puntos de control
permite que la transformacion se efectlie a partir de
procedimientos minimo-cuadraticos que minimice la
suma de los desvios al cuadrado.

1. OBJETIVO GENERAL

Aplicar el modelo matemético — estocastico en R? ,
para la transformacién de coordenadas Afin en dos
sistemas de referencia diferentes y ajustar los mismos
por procedimientos minimo-cuadréaticos.

. _ 2
I11. TRANSFORMACION LINEAL AFiNEN R

El término bidimensional significa que el sistema de
coordenadas descansa sobre la superficie de un plano.
Afin implica que se preserva el paralelismo de las
lineas, pero no las distancias y los angulos en la
transformacion. Para el procedimiento de la
transformacion es necesario conocer las coordenadas
de al menos dos puntos separados en los dos sistemas
de coordenadas: en el sistema original y el sistema
final de coordenadas. Si para la transformacion se
emplean mas de dos puntos de control, la solucion del
problema  puede ser  obtenida  aplicando
procedimientos minimo-cuadraticos.
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V. PROBLEMA

El punto P medido en el sistema (x’y’) no ortogonal,
se quiere transformar al sistema de coordenadas (XY),
empleando la transformacién Afin bidimensional.

V. EL MODELO MATEMATICO -
ESTOCASTICO

1. RELACIONES GEOMETRICAS

La transformacién de las coordenadas del punto P en

9R? del sistema de coordenadas (x’y’) no ortogonal al
sistema de coordenadas (XY), se efectla en tres
etapas: la primera la transformacion de las
coordenadas del punto P medidas en el sistema (x’y’)
al sistema de coordenadas (xy), la segunda la rotacion
de las coordenadas del punto P del sistema (xy) al
sistema (X’Y’) y la tercera la traslacion de las
coordenadas del punto P del sistema (X’Y”) al sistema
de coordenadas (XY), como se muestra en la figura 1

3.

Fig. 1. Tramsformoacion de coordenadas Afin en SH*

Donde:

X, Y : Sistema de coordenadas de referencia

x’,y’ . Sistema arbitrario de coordenadas no
ortogonal

X,y : Sistema arbitrario de coordenadas ortogonal

B : Angulo falta de perpendicularidad entre los

2. MODELO MATEMATICO

Aplicando la transformacién a fin bidimensional (Fig.
2), incluyendo los factores de escala (en las
direcciones de los ejes de las abscisas y ordenadas) y
la falta de ortogonalidad entres sus ejes, se pueden

encontrar las siguientes relaciones [3]:

v senp

Fig. 2. Tmnsformacion de coordenadas de (X'y") a (xy)

Enel A APB:
AB —
senf =7=>AB = ysenf (1)
PA —
cosﬁ=7=>PA=y’cosB (2)
Las coordenadas en el sistema (X y):
x=x"—y'senp (3)
y =y cosp (4)
Aplicando factores de escala:
x=MAx'"— Ay -y'senf (5)
y=24,-y'cosp (6)
Matricialmente:
[x] _ [1 —senﬁ] [zlxx’]
ylp 10 cosp Ayl (7)

ejes x’, y’

a  : Angulo de rotacidn entre los sistemas (X, y) y
(X, Y)

Ay Factor de escala en la direccion de las abscisas

’1y : Factor de escala en la direcciéon de las
ordenadas

Tx : Traslacion en x

Ty :Traslaciéneny
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Donde las coordenadas del punto P estan determinadas
en el sistema arbitrario (xy) ortogonal.

De las relaciones trigonométricas de la figura 3, se
obtienen las siguientes relaciones:
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Fig 3. Transformacion de coordenadas de (xy) s {(X'Y")

En el A aPb:

AFIN EN EL ESPACIO BIDIMENSIONAL

[¥],
_ [cos a (—cos asenf — sena cos ﬁ)] [Axx] (16)
yy ’

~ lsena (—senasenf + cos a cos B)

La traslacion del Punto P se muestra en la figura 4.

* X

Fig 4 Trmlacidn de courdenads
¢

ab —
sena = e = ab = ysen (8) Luego la relacion entre el sistema de referencia y el
sistema X,Y esta determinado por:
P X
Pa —
cosa = 7a = Pa = ycos( (9) [ ] [T ] (17)
En el A obc: Remplazando (16) en (17):
_ X1 _[cosa —senaj[l —senf] [A.x’ Ty
send = l;_c = be = xsend (10) [Y]P - [sena cos a ] [0 cos B |, [Ayy] + [Ty] (18)
e Multiplicando (18):
cosd = — = oc = xcost (11)
) i
Yip
Las coordenadas en el sistema (X Y”): _[cosa (—cos asenf — sena cos B)] [Axx’
- [sena (—senasenf + cos a cos f3) ] (19)
X' =x-cosa—y-sena (12) .
[r]
Y'=x-sena+y-cosa (13) Si:
Matricialmente: @ =T
1~ Ix
a, =A,cosa
cosa —senay[X 27
[X] = [ ] [ ] (14) az = A, (—cos a senfi — sena cos f)
Y'lp sena cosa llyl,
b]_ = Ty
. b, = A sena
Remplazando la ecuacion (7) en (14): 2 *
P (7) en (14) b; = A,(—senasenf + cos a cos f)
X cos a —sena —senp] [Aex’ _
[Y:]P sena cosa ] [O cos B ] [Ayy’L (15) Entonces:
- Xp = aq + ayxp + azy;
Multiplicando (15): P =01t axXp + asyp (20)
YP = b]_ + bzx;,J + bgy},) (21)

e Péag. 29

N\

AN




pag.

CARLOS VALENTI GARCIA

Matricialmente:

1 x5 »
1 xp yo[* -
=l.. ... ...]|% (22)
as
1 X, Yo
Simboélicamente:
X =xA (23)
De manera similar:
Y, 1 x1' Yi
Y, 1 x y, b,
RO V.2
v [1 % 3
Simbélicamente:
Y =yB (25)

Donde:

X,Y : vectores de coordenadas calibradas
X,y : matrices de coordenadas arbitrarias
A, B : Vectores de los parametros de transformacion

3. MODELO ESTOCASTICO

La determinacion de los seis pardmetros de
transformacion en forma simultanea, uniendo (22) y
(24) e introduciendo los términos de perturbacion v, se
puede expresar por el siguiente sistema en notacion
matricial [3]:

X Vi 0 0]

X1 1 0 Vx1

Y1 0 0 0 1 xi yi a; |‘Uy1|

X, 1 x, y 0 0 0 [az] | Vx2

Y, _lo 0o 0 1 x y az Vy2 (26)
|...] “ibs

20 I ...[sz

anJ 1 %, y» 0 0 o0fhsl |Vem

Y, 0 ' Vyn

Y :vector de coordenadas calibradas

X :matriz de coordenadas arbitrarias

A :Vector de los parametros de transformacion
v Vector de residuals

4., DETERMINACION DE LOS PARAMETROS
AJUSTADOS

Simbolicamente (26) se puede escribir como:
Y=xA+v (27)
Donde:

A= (xtx)"1(xtY) (28)

5. VECTOR DE RESIDUALES

El modelo minimo cuadratico a partir del cual se
determinan los seis pardmetros de transformacion de
las coordenadas medidas en un sistema arbitrario x’,
y’ (sistema digital) al sistema X,Y (coordenadas
calibradas) estan determinadas por:

Y=xA+v (29)

Entonces:

v=Y—xA (30)

PRECISION DE LA TRANSFORMACION

Un indicador de la precision de la transformacién es el
denominado error cuadratico medio, definido por la
expresion;

?:1(”)%1’ + ”131')
I —m (31)

Oy =1

Donde:

N : Numero de puntos que intervienen en el ajuste

proceso de ajuste (I =2n)
M : Numero de observacién minimas que se necesitan
para resolver los parametros (m= 4)

: NUmero de ecuaciones que intervienen en el

VI. APLICACION

Los datos de la tabla 1 muestran las coordenadas
calibradas de una imagen y las coordenadas medidas
en un sistema de coordenadas arbitrario, a partir de los
cuales se ha estimado las coordenadas calibradas de
los puntos faltantes que se muestran en la tabla 2.
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/ Tabla 1. TRANSFORMACION DE COORDENADAS AFFINE Biografia Autor
Punio ' Coord Calibradas Coord. Arteiranas
i e ";04 ol n?;;s 5 23:73 = éy. = Valenti Garcia Carlos, nacié en la ciudad de La Paz —
F3 | 1130280 1130850 236 88 33340 38 Bolivia. Es economlsta, gradl_Jado de la Unlve[3|dad
F2 1120680 1130240 23234 13 2327113 Mayor -fje San Andres. Tiene una maestria en
FA | 1120430 1120480 68213 64288 Educacion Superior de la Escuela Militar de
| | | 4971821 522183 Ingenieria. Es docente de la Escuela Militar de
: | | | 783885 2132195 Ingenierfa.
3 i | | 19543 05_ 1874370
4 2234387 622133 . .
Fecha de Envié del Articulo: La Paz, 30 de octubre
Tabla 2. Coordenadas calibradas estimadas de 2022
Parametros ‘ Coord. Cakbradas Fecha de Recepcion de articulo: La Paz, 30 de
estmados Punto | x | y octubre de 2022
11978 242 1 | 699304 672158
-1,0001283 2 _ 413203 9376.59
0,0016000 3 | 759731, 678034
11936 392 4 10378.45 5748 02
0,0015126
1,0001353 Bt 0,78

VIlI.  CONCLUSIONES

El modelo de transformacién de coordenadas Afin

en ERZ, es un procedimiento riguroso que permite
transformar coordenadas medidas en dos sistemas
diferentes de coordenadas, a partir de al menos dos
puntos de control; si existe redundancia de datos es
posible efectuar la transformacion, aplicando
procedimientos minimo-cuadréticos.
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