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Resumen - En el documento se aplica un modelo 

matemático-estocástico para el ajuste mínimo 

cuadrático de la transformación de coordenadas Afín 

en el espacio bidimensional. 

 

Palabras Claves— Ajuste mínimo cuadrático de la 

Transformación de coordenadas Afín, en el espacio 

bidimensional. 

 

Abstract - The paper a mathematical-stochastic model 

is apply for the least square adjustment of the Affine 

coordinate transformation in two-dimensional space. 

 

Keywords— Least squares adjustment of the Affine 

coordinate transformation, in two-dimensional space. 

I. INTRODUCCION 

 

1. DESCRIPCIÓN GENERAL 

 

Un problema frecuente en la fotogrametría y el 

tratamiento de imágenes es la conversión de 

coordenadas rectangulares de un sistema a otro. Para 

la localización adecuada de estos puntos en sistemas 

diferentes, se requieren de procedimientos de 

transformación de coordenadas rectangulares entre 

distintos sistemas de referencia. 

 

En la fotogrametría, comúnmente se determinan las 

coordenadas de puntos desconocidos en un sistema de 

coordenadas rectangulares arbitrario. Estas 

coordenadas, deben transformarse a un sistema de 

coordenadas calibradas, empleadas para otras 

actividades posteriores.  

 

Estos procedimientos son denominados 

transformación de coordenadas, los cuales requieren 

de algunos puntos conocidos en ambos sistemas, 

llamados puntos de control. 

  

 

 

 

 
 

2. ANTECEDENTES 

 

La transformación de coordenadas es un 

procedimiento de cambio de coordenadas aplicando 

relaciones matemáticas determinadas para cada 

requerimiento. En la fotogrametría, usualmente se 

requieren de procesos de transformación de 

coordenadas que preserven el paralelismo de las 

líneas, pero no necesariamente las distancias y los 

ángulos, llamado Transformación Afín, generalmente 

en 
2  y 

3 . 

 

Para los procedimientos rigurosos de 

transformación, usualmente se requieren al menos dos 

puntos o tres puntos de control en 
2 o 

3 , 

respectivamente. La redundancia de puntos de control 

permite que la transformación se efectúe a partir de 

procedimientos mínimo-cuadráticos que minimice la 

suma de los desvíos al cuadrado. 

II. OBJETIVO GENERAL 

Aplicar el modelo matemático – estocástico en 2  , 

para la transformación de coordenadas Afín en dos 

sistemas de referencia diferentes y ajustar los mismos 

por procedimientos mínimo-cuadráticos. 

III. TRANSFORMACIÓN LINEAL AFÍN EN 
2  

 

El término bidimensional significa que el sistema de 

coordenadas descansa sobre la superficie de un plano. 

Afín implica que se preserva el paralelismo de las 

líneas, pero no las distancias y los ángulos en la 

transformación. Para el procedimiento de la 

transformación es necesario conocer las coordenadas 

de al menos dos puntos separados en los dos sistemas 

de coordenadas: en el sistema original y el sistema 

final de coordenadas. Si para la transformación se 

emplean más de dos puntos de control, la solución del 

problema puede ser obtenida aplicando 

procedimientos mínimo-cuadráticos.  
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IV. PROBLEMA 

 

El punto P medido en el sistema (x’y’) no ortogonal, 

se quiere transformar al sistema de coordenadas (XY), 

empleando la transformación Afín bidimensional.  

 

V. EL MODELO MATEMATICO - 

ESTOCÁSTICO 

1. RELACIONES GEOMÉTRICAS 

 

La transformación de las coordenadas del punto P en 
2 del sistema de coordenadas (x’y’) no ortogonal al 

sistema de coordenadas (XY), se efectúa en tres 

etapas: la primera la transformación de las 

coordenadas del punto P medidas en el sistema (x’y’) 

al sistema de coordenadas (xy), la segunda la rotación 

de las coordenadas del punto P del sistema (xy) al 

sistema (X’Y’) y la tercera la traslación de las 

coordenadas del punto P del sistema (X’Y’) al sistema 

de coordenadas (XY), como se muestra en la figura 1 

[3]. 

 

 
Donde: 

 

X, Y : Sistema de coordenadas de referencia 

x’,y’ : Sistema arbitrario de coordenadas no  

ortogonal 

x, y :  Sistema arbitrario de coordenadas ortogonal 

β : Angulo falta de perpendicularidad entre los  

           ejes x’, y’ 

  : Angulo de rotación entre los sistemas (x, y) y  

          (X’, Y’) 

x  : Factor de escala en la dirección de las abscisas 

y  : Factor de escala en la dirección de las 

ordenadas 

Tx  : Traslación en x 

Ty    : Traslación en y  

2.  MODELO MATEMÁTICO 

 

Aplicando la transformación a fín bidimensional  (Fig. 

2), incluyendo los factores de escala (en las 

direcciones de los ejes de las abscisas y ordenadas) y 

la falta de ortogonalidad entres sus ejes, se pueden 

encontrar las siguientes relaciones [3]: 

 

 

En el ∆ APB: 

 

𝑠𝑒𝑛𝛽 =
𝐴𝐵

𝑦′
⇒ 𝐴𝐵 = 𝑦′𝑠𝑒𝑛𝛽 ( 1) 

 

𝑐𝑜𝑠 𝛽 =
𝑃𝐴

𝑦′
⇒ 𝑃𝐴 = 𝑦′ 𝑐𝑜𝑠 𝛽 

 

( 2) 

 

Las coordenadas en el sistema (x y): 

 
𝑥 = 𝑥′ − 𝑦′𝑠𝑒𝑛𝛽 

 
( 3) 

𝑦 = 𝑦′ 𝑐𝑜𝑠𝛽 ( 4) 

Aplicando factores de escala: 

 
𝑥 = 𝜆𝑥 ⋅ 𝑥′ − 𝜆𝑦 ⋅ 𝑦′𝑠𝑒𝑛𝛽 ( 5) 

𝑦 = 𝜆𝑦 ⋅ 𝑦′ 𝑐𝑜𝑠 𝛽 ( 6) 

Matricialmente: 

 

[
𝑥
𝑦]

𝑝
= [

1 −𝑠𝑒𝑛𝛽
0 𝑐𝑜𝑠 𝛽

] [
𝜆𝑥𝑥′

𝜆𝑦𝑦′
]
𝑃

 

 

( 7) 

 

Donde las coordenadas del punto P están determinadas 

en el sistema arbitrario (xy) ortogonal. 

 

De las relaciones trigonométricas de la figura 3, se 

obtienen las siguientes relaciones: 
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En el ∆ aPb: 

 

𝑠𝑒𝑛𝛼 =
𝑎𝑏

𝑦
⇒ 𝑎𝑏 = 𝑦𝑠𝑒𝑛𝛼 

 

( 8) 

 

𝑐𝑜𝑠𝛼 =
𝑃𝑎

𝑦
⇒ 𝑃𝑎 = 𝑦𝑐𝑜𝑠𝛼 

 

( 9) 

En el ∆ obc: 

 

𝑠𝑒𝑛𝛼 =
𝑏𝑐

𝑥
⇒ 𝑏𝑐 = 𝑥𝑠𝑒𝑛𝛼 

 

( 10) 

𝑐𝑜𝑠𝛼 =
𝑜𝑐

𝑥
⇒ 𝑜𝑐 = 𝑥𝑐𝑜𝑠𝛼 

 

( 11) 

Las coordenadas en el sistema (X’Y’): 

 
𝑋′ = 𝑥 ⋅ 𝑐𝑜𝑠 𝛼 − 𝑦 ⋅ 𝑠𝑒𝑛𝛼 

 
( 12) 

𝑌′ = 𝑥 ⋅ 𝑠𝑒𝑛𝛼 + 𝑦 ⋅ 𝑐𝑜𝑠 𝛼 

 
( 13) 

Matricialmente: 

 

[
𝑋′
𝑌′

]
𝑃

= [
𝑐𝑜𝑠 𝛼 −𝑠𝑒𝑛𝛼
𝑠𝑒𝑛𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝛼

] [
𝑥
𝑦]

𝑃
 

 

( 14) 

Remplazando la ecuación (7) en (14): 

 

[
𝑋′
𝑌′

]
𝑃

= [
𝑐𝑜𝑠 𝛼 −𝑠𝑒𝑛𝛼
𝑠𝑒𝑛𝛼 𝑐𝑜𝑠𝛼

] [
1 −𝑠𝑒𝑛𝛽
0 𝑐𝑜𝑠 𝛽

] [
𝜆𝑥𝑥

′

𝜆𝑦𝑦′]
𝑃

 

 

( 15) 

Multiplicando (15): 

 

[
𝑋′

𝑌′
]
𝑃

= [
𝑐𝑜𝑠 𝛼 (−𝑐𝑜𝑠 𝛼 𝑠𝑒𝑛𝛽 − 𝑠𝑒𝑛𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝛽)

𝑠𝑒𝑛𝛼 (−𝑠𝑒𝑛𝛼𝑠𝑒𝑛𝛽 + 𝑐𝑜𝑠 𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝛽)
] [

𝜆𝑥𝑥′

𝜆𝑦𝑦′]
𝑃

 

 

( 16) 

La traslación del Punto P se muestra en la figura 4. 

 

 
 

Luego la relación entre el sistema de referencia y el 

sistema X,Y está determinado por: 

 

[
𝑋
𝑌
]
𝑃

= [
𝑋′
𝑌′

]
𝑃

+ [
𝑇𝑥

𝑇𝑦
]
𝑃

   

 

( 17) 

Remplazando (16) en (17): 

 

[
𝑋
𝑌
]
𝑃

= [
𝑐𝑜𝑠 𝛼 −𝑠𝑒𝑛𝛼
𝑠𝑒𝑛𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝛼

] [
1 −𝑠𝑒𝑛𝛽
0 𝑐𝑜𝑠 𝛽

]
𝑃

[
𝜆𝑥𝑥

′

𝜆𝑦𝑦′] + [
𝑇𝑥

𝑇𝑦
] 

 

( 18) 

Multiplicando (18): 

 

[
𝑋
𝑌
]
𝑃

= [
𝑐𝑜𝑠 𝛼 (−𝑐𝑜𝑠 𝛼 𝑠𝑒𝑛𝛽 − 𝑠𝑒𝑛𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝛽)

𝑠𝑒𝑛𝛼 (−𝑠𝑒𝑛𝛼𝑠𝑒𝑛𝛽 + 𝑐𝑜𝑠 𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝛽)
] [

𝜆𝑥𝑥′

𝜆𝑦𝑦′]
𝑃

 

 

+[
𝑇𝑥

𝑇𝑦
] 

( 19) 

Si: 

 

𝑎1 = 𝑇𝑥  
𝑎2 = 𝜆𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝛼 
𝑎3 = 𝜆𝑦(−𝑐𝑜𝑠 𝛼 𝑠𝑒𝑛𝛽 − 𝑠𝑒𝑛𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝛽) 

𝑏1 = 𝑇𝑦 

𝑏2 = 𝜆𝑥𝑠𝑒𝑛𝛼 
𝑏3 = 𝜆𝑦(−𝑠𝑒𝑛𝛼𝑠𝑒𝑛𝛽 + 𝑐𝑜𝑠 𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝛽) 

 

Entonces: 

 

𝑋𝑃 = 𝑎1 + 𝑎2𝑥𝑃
′ + 𝑎3𝑦𝑃

′  

 
( 20) 

𝑌𝑃 = 𝑏1 + 𝑏2𝑥𝑃
′ + 𝑏3𝑦𝑃

′  
 

( 21) 
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Matricialmente: 

[
 
 
 
 
𝑋1

𝑋2

. . .

. . .
𝑋𝑛]

 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
1 𝑥1

′ 𝑦1
′

1 𝑥2
′ 𝑦2

′

. . . . . . . .

. . . . . . . .
1 𝑥𝑛

′ 𝑦𝑛
′ ]
 
 
 
 

[

𝑎1

𝑎2

𝑎3

] 
( 22) 

 

Simbólicamente: 

 

𝑋 = 𝑥𝐴 

 
( 23) 

 

De manera similar: 

[
 
 
 
 
𝑌1

𝑌2

. . .

. . .
𝑌𝑛]

 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
1 𝑥1

′ 𝑦1
′

1 𝑥2
′ 𝑦2

′

. . . . . . . .

. . . . . . . .
1 𝑥𝑛

′ 𝑦𝑛
′ ]
 
 
 
 

[

𝑏1

𝑏2

𝑏3

] 
( 24) 

 

Simbólicamente: 

 

𝑌 = 𝑦𝐵 ( 25) 

Donde: 

 

 X,Y : vectores de coordenadas calibradas 

x ,y : matrices de coordenadas arbitrarias 

𝐴, 𝐵 : Vectores de los parámetros de transformación 

3. MODELO ESTOCÁSTICO 

La determinación de los seis parámetros de 

transformación en forma simultánea, uniendo (22) y 

(24) e introduciendo los términos de perturbación 𝑣, se 

puede expresar por el siguiente sistema en notación 

matricial [3]: 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
𝑋1

𝑌1

𝑋2

𝑌2

. . .

. . .
𝑋𝑛

𝑌𝑛 ]
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
1 𝑥1

′ 𝑦1
′ 0 0 0

0 0 0 1 𝑥1
′ 𝑦1

′

1 𝑥2
′ 𝑦2

′ 0 0 0

0 0 0 1 𝑥2
′ 𝑦2

′

. . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . .
1 𝑥𝑛

′ 𝑦𝑛
′ 0 0 0

0 0 0 1 𝑥𝑛
′ 𝑦𝑛

′ ]
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
𝑎1

𝑎2

𝑎3

𝑏1

𝑏2

𝑏3]
 
 
 
 
 

+

[
 
 
 
 
 
 
 
𝑣𝑥1

𝑣𝑦1

𝑣𝑥2

𝑣𝑦2

. . .

. . .
𝑣𝑥𝑛

𝑣𝑦𝑛]
 
 
 
 
 
 
 

 
( 26) 

Donde: 

 

 Y : vector de coordenadas calibradas 

x  : matriz de coordenadas arbitrarias 

𝐴 : Vector de los parámetros de transformación 

𝑣      : Vector de residuals 

4. DETERMINACIÓN DE LOS PARÁMETROS 

AJUSTADOS 

 

Simbólicamente (26) se puede escribir como: 

 

𝑌 = 𝑥𝐴 + 𝑣 ( 27) 

 

Donde: 

 

𝐴̂ = (𝑥𝑡𝑥)−1(𝑥𝑡𝑌) 

 

( 28) 

5.  VECTOR DE RESIDUALES 

 

El modelo mínimo cuadrático a partir del cual se 

determinan los seis parámetros de transformación de 

las coordenadas medidas en un sistema arbitrario x’, 

y’ (sistema digital) al sistema X,Y (coordenadas 

calibradas) están determinadas por:  

 

𝑌 = 𝑥𝐴 + 𝑣 

 
( 29) 

Entonces: 

 

𝑣 = 𝑌 − 𝑥𝐴 

 
( 30) 

PRECISIÓN DE LA TRANSFORMACIÓN 

Un indicador de la precisión de la transformación es el 

denominado error cuadrático medio, definido por la 

expresión: 

𝜎𝑥𝑦 = ±√
∑ (𝑣𝑋𝑖

2 + 𝑣𝑌𝑖
2𝑛

𝑖=1 )

𝑙 − 𝑚
 

 

( 31) 

Donde: 

 

N : Número de puntos que intervienen en el ajuste  

l   : Número de ecuaciones que intervienen en el 

proceso de ajuste ( l = 2n) 

M : Número de observación mínimas que se necesitan 

para resolver los parámetros (m= 4) 

VI. APLICACIÓN  

Los datos de la tabla 1 muestran las coordenadas 

calibradas de una imagen y las coordenadas medidas 

en un sistema de coordenadas arbitrario, a partir de los 

cuales se ha estimado las coordenadas calibradas de 

los puntos faltantes que se muestran en la tabla 2. 
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Tabla 2. Coordenadas calibradas estimadas 

 

VII. CONCLUSIONES 

 

El modelo de transformación de coordenadas Afín 

en 
2 , es un procedimiento riguroso que permite 

transformar coordenadas medidas en dos sistemas 

diferentes de coordenadas, a partir de al menos dos 

puntos de control; si existe redundancia de datos es 

posible efectuar la transformación, aplicando 

procedimientos mínimo-cuadráticos. 
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