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APPLICATIONS OF PROJECTS
MODELS IN TIME SERIES

Resumen— EI presente trabajo tiene por
objetivo proponer un uso adecuado de los
modelos de Pronosticos en Series de Tiempo,
con comportamientos estocasticos.

Abstract— The objective of this paper is to
propose an adequate use of the Forecast Models
in Time Series, with stochastic behaviors.

I. INTRODUCCION

En muchas de sus aplicaciones, la dependencia
entre las observaciones se mira como un estorbo
y en la planeacion o disefio de experimentos, la
aleatorizacion se trabaja para validar el anélisis
como si las  observaciones  fueran
independientes. Lo mas comun es que la forma
funcional f de la serie y sus coeficientes sean
desconocidos y, por lo tanto, deban ser
estimados a partir de datos histdricos. El
analisis de series de tiempo s6lo usa el historial
secuencial y ordenado de los datos observados
de la serie de la variable que se va a pronosticar,
para desarrollar un modelo para predecir
valores futuros. Si estas otras variables estan
correlacionadas con la variable de interés y si
parece que hubiera alguna causa de esta
correlacion, se puede construir un modelo
estadistico que la describa.

Lo méas comun es que la forma funcional f de
la serie y sus coeficientes sean desconocidos
Yy, por lo tanto, deban ser estimados a partir
de datos historicos.

Su uso comprueba que la posibilidad de
componentes  periédicos de  frecuencia
desconocida, pueden permanecer en la serie.
Pueden ser usados para derivar politicas de
control dptimas que muestren cémo puede
manejarse una variable bajo control, para
minimizar perturbaciones en algunas variables
dependientes.

La obtencion de buenos prondsticos se ha
convertido en elemento clave a través de la
historia.

Segun la disponibilidad de los datos, una
relacion de pronosticos puede suponerse como
una funcion del tiempo, o de variables
independientes, y comprobarse. Un paso
importante en la seleccion del método
apropiado es el de considerar aquellos patrones
que pueden ser comprobados. Se pueden
distinguir cuatro tipos de patrones de datos:
1. Un patrén horizontal (H) existe cuando
los datos fluctian alrededor de una media
constante. (tal serie es estacionaria en su
media). Por ejemplo, un proceso cuya
situacion de control de calidad no cambie, es
de esta clase.
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2. Un patrdn estacional (S) existe cuando

una serie se ve influenciada por factores

estacionales.

3. Un patron ciclico (C) se presenta

cuando los datos se ven afectados por

fluctuaciones en el tiempo.

4, Existe un patrén de tendencia (T)

cuando hay un aumento o decrecimiento

secular a largo plazo en los datos.
Muchas series de datos incluyen combinaciones
de los patrones anteriores. Si se necesita una
desagregacién de los componentes de los
patrones, los métodos de pronostico pueden ser
Utiles para distinguir cada uno de ellos.
Andlogamente, estos métodos pueden usarse
para identificar el patrén y el mejor ajuste de los
datos para pronosticar el valor futuro.

Il. METODOS DE PRONOSTICO

El objetivo de los pronésticos es el de reducir
el riesgo en latoma de decisiones. Dedicandole
mas recursos, se debe mejorar la exactitud, y
en consecuencia eliminar algunas de las
pérdidas resultantes de la incertidumbre en la
toma de decisiones. Debido a que nunca se
puede eliminar el riesgo de los prondsticos, es
necesario que el proceso de decision considere
explicitamente la incertidumbre latente en el
prondstico. A menudo, la decision se relaciona
conceptualmente con el prondstico por
DECISION REAL = DECISION BAJO LA
HIPOTESIS DE QUE EL PRONOSTICO ES
CORRECTO + TOLERANCIA DEL ERROR
DEL PRONOSTICO.

El método de prondsticos es una parte de un
sistema complejo de administracién y como
subsistema, interactlia con otros componentes
del sistema global para determinar su
desempefio. Es dificil medir la utilidad de los
pronosticos. Son usados, principalmente, para
hacer insinuaciones, ayudar a planear y
complementar prondsticos cuantitativos mejor
adn gue suministrar un dato numeérico. Debido
a su naturaleza y costo, se usan casi
exclusivamente para situaciones a medio y
largo plazo para formular estrategias,
desarrollo de nuevos productos y tecnologias y
planes a largo plazo.

Para determinar un prondstico se debe empezar
definiendo las variables que deben analizarse y
pronosticarse. El nivel de lo detallado del
proceso es algo muy digno de tenerse en
cuenta. Un sistema de planeacion de
produccién puede requerir un pronéstico de la
demanda en unidades para cada producto
terminado para programar el uso de las
instalaciones y el nivel de inventarios. Por otro
lado, un gerente de ventas puede requerir s6lo
un pronostico de las ventas totales en pesos
como informacidén para su presupuesto.

En la planeacién de produccion se puede
proceder en forma de valores agregados, como C\
seria el caso de familias de productos similares
para luego desglosar los prondsticos calculados
a nivel de unidades en una segunda instancia.
De ahi lo importante del dominio que se debe

tener sobre el manejo de numeros indices D/
e ;

El objetivo de los prondsticos es el d
reducir el riesgo en la toma de decisiones.

En algunos casos el término tiempo muerto D_\_/
pronostico se usa en lugar de horizonte del

prondstico. Puesto que los pronésticos resultan 0
menos precisos al aumentar el horizonte, se D_\—
puede, a menudo, mejorar el proceso decisori -—
acortando el tiempo muerto, en consecuencia,

reduciendo el tiempo muerto del pronéstico ny
permitiendo una reaccion mas rapida al error

del prondstico. Otro aspecto de este tema se ﬁ
refiere a la forma requerida del prondstico.

Siempre es conveniente pensar en la variable de 0 *,
interés como una variable aleatoria con una N
distribucién desconocida de probabilidad. [ M—
En ciertos casos puede haber mas interés en
predecir cambios significativos en el proceso
que da origen a una variable que en predecir el
valor de esa variable. Los datos histdricos son
muy valiosos para establecer los procedimientos —
de prondsticos y las observaciones futuras deben
estar presentes para la revision de los
pronosticos. Ademas, se debe examinar la
representatividad de los datos. Entonces, la
empresa debe implantar un procedimiento de
recoleccion de datos que indique lo que los O\
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clientes desean realmente que se les envie en
cada periodo de entrega.

Esta es la clase de prondstico requerido para
planear diferentes lineas de producto. Se puede
esperar que los datos estén correlacionados con
los presupuestos en muchas empresas. La
presencia de un juicio en el proceso de
prondsticos es importante, pero requiere
personal interesado en participar.

Otro factor importante es el de la
disponibilidad de los datos. Los datos
histdricos son muy valiosos para establecer
los procedimientos de pronoésticos y las
observaciones futuras deben estar presentes
para la revision de los pronosticos.

El objetivo es obtener una funcion de
prondsticos tal que la media cuadratica de las
desviaciones z.1 - z1, sea tan pequefio como sea
posible para cada tiempo muerto. Fuera de
calcular los mejores prondsticos, es necesario
especificar su precision de tal manera que se
puedan calcular los riesgos asociados con las
decisiones basadas en los prondsticos ya
calculados. Esto se puede lograr obteniendo los
limites probabilisticos a ambos lados de cada
prondstico. Los métodos para hacer prondsticos
se clasifican ampliamente en cualitativos y
cuantitativos.

Generalmente estos pronésticos no pueden ser
reproducidos por alguien mas, puesto que el
pronosticador no indica claramente como fue
incorporada la informacion disponible en el
prondstico. Aungue et tema de los prondsticos
subjetivos no es un enfoque riguroso, puede ser
muy apropiado y el Gnico método razonable en
muchas situaciones. Una vez se seleccione el
modelo o la técnica, se pueden determinar
automaticamente los pronosticos
correspondientes para ser reproducidos cuando
se necesiten.

Y =1 (Xy, Xo,....., Xp) + ruido (o perturbacion)
[1]

Las observaciones estadisticas usadas para
determinar el modelo, es lo que se conoce como

datos empiricos y son el tema principal de
estudio en este articulo. Por ejemplo, se puede
hacer un estudio del comportamiento de una
serie sobre el aumento del costo de la canasta
familiar y extrapolar el modelo hacia los
préximos meses y luego verificar la veracidad
del modelo como tal. Para lograr este objetivo se
pueden usar métodos de suavizacién o modelos
paramétricos de series cronoldgicas. Para hacer
pronosticos a través de la regresion, se hace uso
de larelacion entre la variable a pronosticar y las
otras variables que explican su variacion.

Es decir, se pueden hacer prondsticos mensuales
de las ventas de textiles a partir de su precio, el
ingreso disponible de los consumidores y los
gastos en publicidad. En los demaés casos se debe
tener en cuenta la influencia de otras variables
relacionadas con la de interés, para ver el
comportamiento futuro mediante un modelo de
regresion dinamica o funcién de transferencia.
Para construir un modelo se debe disponer de
datos relevantes y una teoria cientifica de
soporte. Es aqui donde los datos juegan un papel
predominante para determinar la clase de
modelo.

Luego, el analista debe verificar lo adecuado del
modelo ajustado. Si el modelo es insatisfactorio,
necesita ser replanteado y el ciclo iterativo del
modelo  especificacion —  estimacién -
diagndstico - verificacion debe ser repetido
hasta encontrar un modelo satisfactorio. Puesto
que los prondsticos dependen absolutamente del
modelo, debe haber seguridad de que éste y sus
pardmetros permanezcan constantes durante el
periodo de su aplicacion como tal. At calcular
las desviaciones, o errores del pronostico, se
detecta cualquier cambio en el modelo.

Es decir, las funciones particulares de estos
errores pueden indicar un sesgamiento en los
pronosticos indicando unas predicciones sub o
sobre valoradas. Ademas, se puede hacer uso de
las observaciones mas recientes para actualizar
los prondsticos. Debido a que las observaciones
se llevan secuencialmente en el tiempo, los
procedimientos de actualizacién se pueden
aplicar de manera rutinaria evitando los célculos
de cada pronostico desde el principio.
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NOE PANOZO JIMENEZ

I1l. SELECCION DE UN MODELO
PARTICULAR DE PRONOSTICOS

Aunque en algunas ocasiones solo se necesita
obtener prondsticos en bruto, en otros casos se
requiere gran precision. El analista debe
construir modelos simples porgue son mas
faciles de entender, usar y explicar. Un modelo
muy pulido puede conducir a predicciones mas
precisas, pero puede ser mas costoso y dificil de
implementar.

IV. CRITERIOS DE PREDICCION

Ahora, el objetivo es encontrar un prondstico tal
que el error futuro Z;— Z1 sea tan pequefio como
sea posible. Entonces, se puede hablar sélo de su
valor esperado condicionado a los datos
historicos hasta el instante t-1 inclusive. Si
ambos errores de prondstico, el negativo y el
positivo son igualmente indeseables, se justifica
elegir el prondstico de tal manera que la media
absoluta del error E[Z; — Z:1] 0 el error medio
cuadratico E[Z; — Zw1]*> sean minimos. Los
prondsticos que minimizan este valor, se
conocen con el nombre de prondsticos del error
medio cuadratico minimo o EMCM.

V. EL MODELO DE REGRESION Y SU
APLICACION EN PRONOSTICOS

El analisis de regresion tiene como objetivo
principal encontrar el modelo apropiado para
describir la relacion entre dos o0 mas variables y,
ademas, cuantifica el grado de respuesta de la
variable dependiente ante diversos cambios de
las variables predictoras.

Pero como la realidad es bien diferente, se debe
confiar en observaciones empiricas para obtener
resultados aproximados. EIl alcance de los
modelos es esencial puesto que los métodos que
producen prondsticos a corto plazo difieren de
los de largo plazo.

VI. EL MODELO DE REGRESION
Muchos de los modelos usados para representar

series cronoldgicas son algebraicos o funciones
trascendentales (los modelos que contengan
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términos trigonométricos o exponenciales, se‘:‘.r — 0"

Ilaman a menudo modelos trascendentales) del

tiempo o algin modelo compuesto que combine Q ™,
ambos componentes. Por ejemplo, si las p
observaciones son muestras aleatorias de alguna

distribucion de probabilidad, y si la media de la

distribucién no cambia con el tiempo, se puede
usar el modelo constante:

xt=b+Et [2]

donde x; es la demanda en el periodo t, b es la
media desconocida del proceso y E: es el
componente aleatorio. Si se supone que la C\_/_
media del proceso cambia linealmente con el

tiempo, se usa el modelo de tendencia lineal: C\

0—
N
X¢ = by + by Ey [3] | \ O—
/_

También se puede expresar una variacion
ciclica introduciendo términos trascendentales D/

en el modelo; por ejemplo:
27t 2mt
Xy = by + bzseng + b3cosE + E; [4] ﬁ\_/
la cual se refiere a un ciclo que se repite cada 0_\_/
periodos.
La forma general de estos modelos es: 0—\1:}_

X1 = by zy(t) + by 2, (t) + -+ +by 2, + E; 0 R Nl

son funciones matematicas de t y E; es el
componente aleatorio. N6tese que este enfoque
de modelos representa el valor esperado del
proceso como una funcién matematica de t. A
menudo es deseable definir el origen del tiempo
como el final del periodo mas reciente T.
Entonces el modelo para la observacion en el
periodo T =T + t lo indica [6]:

[5]
donde los {b} son los pardmetros, las {zt(t)}of

Xepr = Ay (Tz1 (1) + ay (T)z,(T) + -+ +
a (T)zk (1) + By [6]

en la cual se denotan los coeficientes por {a:
(T} para indicar que se basan en el origen
actual en el tiempo y que se distinguen de los
coeficientes del origen ordinario. El hecho de

mantener el origen del tiempo en una base O\

-
==\
!
-
=

o

o=
=
=\

{
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actualizada facilita enormemente el trabajo en
un sistema de pronosticos.

Otro modelo muy diferente es aquél cuyas
observaciones x; actlan como una funcion de
componentes aleatorios previos E:; Eti, Eto,
....., en la forma general [7]:

Xe = U + 90 Et + 91 Et—l + 82 Et—Z + .-
[7]

donde p y {6:} son constantes. Los modelos de
esta clase reciben comunmente el nombre de
modelos de filtro lineal. Puede que no sea obvio
gue un modelo de esta forma pueda representar
una serie de tiempo, aungue se vera que bajo
este enfoque se pueden obtener resultados
excelentes. Esto es particularmente valido para
series cuyas observaciones son altamente
correlacionadas, es decir, cuando las
observaciones no son mutuamente
independientes.

Una técnica sencilla para seleccionar un modelo
para aplicar una serie de tiempo, consiste en
graficar los datos histéricos en un diagrama de
dispersion e identificar la funcion matematica
que mas se les parezca. Puesto que el modelo
debe representar el futuro cercano con miras a
pronosticar, generalmente se juzga su
efectividad identificando la descripcion de su
pasado mas reciente. La simulacion es una
técnica muy atil para evaluar los métodos
alternativos de pronosticos. Esto se puede hacer
retrospectivamente usando datos histéricos.

Si parece que el futuro fuese a diferir del pasado,
se puede crear una pseudo historia de las
expectativas subjetivas de la naturaleza futura
de la serie y usarla en la simulacién. La
simulacién también es til para determinar los
pardmetros de las técnicas de prondsticos, y para
obtener mejores constantes de suavizacién. Es
conveniente pensar en dos funciones primarias
de un sistema de prondsticos como son la
generacion y el control de pronésticos. El
control de los pronésticos involucra el
monitoreo del proceso para detectar condiciones
fuera de control e identificar las oportunidades
para mejorar el desempefio del modelo.

Este estadistico se calcula dividiendo un
estimador del error estimado del pronéstico por
una medida de la variabilidad del error del
pronéstico, tal como el estimador de la
desviacion absoluta media del error del
pronéstico. Una funcion de control de los
pronosticos también debe involucrar informes
periédicos sobre su utilidad y presentar los
resultados a la administracion respectiva. Esta
retroalimentacion debe motivar un
mejoramiento en los aspectos cuantitativos y
cualitativos del sistema.

Una técnica sencilla para seleccionar un
modelo para aplicar una serie de tiempo,
consiste en graficar los datos historicos en un
diagrama de dispersion e identificar la
funcion matematica que mas se les parezca.

Sea la relacion entre una variable dependiente Y
y p variables independientes Xi, X, Xs,..., Xp ;
si se agrega un indice t, el valor de la variable
dependiente en el instante t (o para el item t) se
designara por y: y las p variables independientes
tendrén los simbolos Xu, Xe,...., Xgp. Si las
observaciones ocurren secuencialmente en el
tiempo, el indice t se refiere a tiempo; en
cualquier otro caso, t es simplemente un indice
arbitrario. Es decir, en tablas de doble entrada,
por ejemplo, donde las observaciones se refieran
a elementos diferentes (empresas, regiones,
etc.), el orden no tiene significado alguno. Ensu
forma general, el modelo de regresion se
expresa:

Ve = f(xe; B) + E¢ [8]

donde f (Xi; B) es una funcién matematica de las
p variables independientes x; = (Xu,...... Xtp) Y
de los parametros desconocidos B= (B1,...., Bm).
En el estudio del modelo se supone gue la forma
funcional es conocida, aungue los parametros
sean desconocidos. EI modelo es probabilistico,
puesto que el término de error es una variable
aleatoria y se supone que sigue una distribucion
normal, que sus valores son no correlacionados
(es decir, independientes entre si) 0 sea que Cov
(Es,......Etx) = E(Es,......Ek) = 0, paratodo t y K
# 0, y su esperanza es cero y varianza o2, En
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notacion vectorial, se tiene que el vector
columna de los errores es igual a cero y la matriz
de covarianzas es simétrica de tamafio n X n e
igual 62 x 1.

Debido a que el modelo es aleatorio, se
concluye que la variable dependiente, v,
también lo es. Por lo tanto el modelo puede ser
expresado en forma de distribucion condicional
de y: dado x; = (Xu,...., Xtp) Bajo este contexto,
las hipotesis pueden expresarse como:
a. Lamedia condicional E (y/x:) = f (X
B) depende de las variables independientes
Xty de los parametros 3, y la varianza V
(yX:) = o? es independiente de x; y del
tiempo.
h. Las variables dependientes y: Yy Ytk
para diferentes instantes o temas, son
incorrelacionados:

Cov(ye, Ye—i) = E[ye — f(xe; B[Yek —
fCee—i; £)]=0 [9]

c. El panel condicional de y; sobre x:
sigue una distribucion normal con media f
(Xt P) y varianza o? la cual se denota por

N [f (x B), o? ].

Estas hipotesis implican que la media de la
distribucién condicional de y: es una funcién
de la variable independiente x:. Sin embargo,
esta relacion no es deterministica porque para
valor fijo de x; habra una dispersién de los y;
alrededor de su media; ain mas, el error no
puede ser expresado con anticipacion.

Debido al enfoque resumido de este articulo y a
lo accesible del tema en la bibliografia, dejan de
presentarse aqui los diferentes modelos y sus
funciones, la deduccién de las formulas para
estimar los parametros mediante el uso de las
ecuaciones normales, o sea la aplicacion del
método de los minimos cuadrados en su forma
matricial, y las propiedades de los estimadores
minimos cuadraticos.

VIl. PREDICCION USANDO LOS
MODELOS DE REGRESION CON
COEFICIENTES ESTIMADOS
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Cuando se desconocen los parametros B= (Bo, 00— O—"
B1,...., Pc) se reemplazan por sus estimadores .

minimos cuadraticos, expresados aqui en forma
matricial: B = (XX)*! X'Y. Asi, el valor de
prediccion de y; esta dado por:

D—
pred A A A oA
Yk = Po + BiXk1 + -+ BpXip = X} B
[]_0] O_\_
Se puede demostrar facilmente que estas
predicciones tienen las siguientes propiedades:
a. El pronostico obtenido de esta manera

es un predictor insesgado puesto que el
valor esperado de un error de pronostico

0—\_\_
futuro es cero. C\_/_\—
b. Aln mas, yi"P*es el prondstico de error
minirno cuadratico entre todos los O_\
prondsticos lineales insesgados. Esto se O—
puede comprobar a partir del teorema de \_
Gauss-Markov.
c.La varianza del pronéstico o /_

equivalentemente del prondstico esta dada

/CJ

4=

por [11]:
Apred
V(i —dyk” ) = V[Ex +x,(B -
By =021+ x,(XX) " tx]

. o T

Aqui se ha usado V(B") = ¢ (X’X)! y se ha
supuesto que el error futuro Ex no es
correlacionado con los errores en el periodo de
estimacion.
d. La varianza estimada del error del
prondstico

AW,

A apred
V' Ok = i

) = S?[1 + x, (X' X) " 1x, ] =
na ’ -
D_

E .
Lo -

donde S? = SSE/(n -p -1) es el error medio
cuadratico que sirve como factor para la
estimacion de los limites del intervalo de
prediccion de un valor futuro yx al 100 (1- a)%
de confianza.

VIII. TECNICAS PARA LA SELECCION

DE MODELOS
La seleccion de las variables independientes que O\ 0 Y
deben ser incluidas en el modelo definitivo es O

0=
=
D)

{
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uno de los problemas mas |mp0rtantes de
resolver en la construccion empirica de
modelos.

_\_CI‘\
_/—D Generalmente, al principio del proceso se puede
disponer de una lista muy extensa de las posibles
_/_O variables "predictoras”, pero nadie esta seguro
de cuéantas y, especialmente cuéles, deben
_\—O incluirse en el modelo definitivo. Obviamente,
no es del caso omitir variables importantes
://_D explicativas. Pero, por otro lado, se pretende
mantener el modelo lo méas simplificado posible
_\_/}—f para que sea mas facil de entender y de explicar.
Ademas, se debe tener en cuenta que la
—0 /D estimacion de  pardmetros  innecesarios
/s - introduce incertidumbre adicional a los

pl’OﬂOStICOS

—\ Un enfoque aceptable consiste en estimar todos
los modelos de regresion posibles. Sin embargo,
/—0 \J para k variables, se requiere estimar 2 modelos.
\_/) El error medio cuadratico s?, el coeficiente de

determinaciéon R? , o preferiblemente su
\_/_O pajustado RZ, donde:

—\_/_0

puede ser calculado para cada subconjunto de p
—\—O = 1,...., k variables. El R2 no ajustado es
creciente a medida que se van agregando
—\_Q—..: variables adicionales y, eventualmente, alcanza
a valer la unidad cuando el nimero de
_/_'3 pardmetros es igual al ndmero de

7 0 observaciones. El ajustado introduce una
—0

{ [13]

penalizacion por cada pardmetro estimado
dividiendo SSE y SSTO por sus grados de
libertad. Asi, puede suceder que disminuya
cuando se le introducen variables adicionales al
modelo. Asi se puede seleccionar el
subconjunto particular de regresion para el cual
es maximo o para el cual S?es minimo.

_/—D
et

_/_/_O Un estadistico alterno para la seleccion del
modelo es C, sugerido por Mallows (1973), el

cual mide la imparcialidad en el modelo de

/—O /D regresion y es de la forma:
0 / Cp = [2] - (n —2,)[14]
—

En esta expresion, SSE; es la suma residual de
cuadrados de un modelo que contenga p
parametros (incluyendo el intercepto Po; asi, p =

., k+1), y S?es el error medio cuadratico del
modelo con k variables independientes. Aqui se
supone que S?es un estimador imparcial de 62,
Entonces, si una regresion con solo p
parametros es adecuada, E [SSE, ] = (n - p) &2,
y aproximadamente, E[C,] = p. Un gréfico de
Cy contra p indica lo adecuado de los modelos a
medida que sus puntos se aproximan a la linea
Cp = p. Se trata entonces de buscar modelos con
un C, bajo que sea muy aproximado a p.

IX. MULTICOLINEALIDAD

En muchos casos donde se aplica la regresién se
encuentra que las variables predictoras Xu,....,
Xp estan altamente relacionadas mostrando las
columnas de la matriz X casi linealmente
dependientes. Tal situacion usualmente descrita
como multicolinealidad en las variables
predictoras, es especialmente comun si los
modelos se ajustan a datos observados. En
aquellas situaciones donde el analista puede
disefiar el experimento (p. ej. escoger los
niveles de las variables independientes, la
multicolinealidad puede ser evitada, puesto que
siempre se pueden elegir las variables
independientes  ortogonales (X x;_;jX;—j =
0 parai # j).

Sin  embargo, cuando se trabaja con
observaciones no se puede elegir "la matriz del
disefio". Aln mas, con demasiada frecuencia,
varias variables predictoras miden el mismo
concepto. Por ejemplo, un conjunto de
indicadores que miden "el estado de la
economia”, el ingreso familiar y los activos que
miden "riqueza"”, las ventas y el nimero de
empleados que miden 'tamafio del negocio", y la
calificacion promedio y el puntaje en pruebas
estandar que miden "potencial académico" de un
aspirante. Todas estas variables tienden a ser
altamente  relacionadas  (correlacionadas).
Consecuentemente, la matriz X'X estad "mal
condicionada” en el sentido de que su
determinante es muy pequefio. Esto a su vez crea
dificultades de célculo cuando se invierte esta
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matriz para obtener los estimadores minimos
cuadraticos.

Para ilustrar mas claramente las consecuencias
de la multicolinealidad considérese un ejemplo
bien simple, aunque hipotético. Supongase que
se estudia la relacion entre el peso de unos
automoviles y su consumo de combustible en
kilometros (Y). Sea que se ha medido el peso
tanto en libras (X1) como en kilogramos (Xz).
Obviamente no hay informacion en X, puesto
gue libras y kilogramos guardan una relacién
exacta de proporcionalidad. Ahora, supéngase
que se elige ajustar un modelo de la forma Y =
BotPiX1tP2X+E a una muestra de tamafio n.
Aqui encontramos gue no se pueden estimar los
parametros puesto que la matriz 3 x 3, X'X, es
de rango 2 y no existe su inversa.

Si se intenta entrar los datos a un computador, se
detiene el programa y debe aparecer un mensaje
de error indicando una sobreinformacion en la
inversion de la matriz. Por lo tanto, no se pueden
estimar los parametros. Pero si se considera la
relacion proporcional entre X; y X, (es decir
X2=cX1) se puede expresar el modelo como Y =
Bot(B1 +c B2 )X1 +E= PotP’ X1 + E; de esta
manera se puede estimar el parametro ’. Sin
embargo, hay un nimero infinito de valores para
B1y B2 que satisfacen B’ = 1 +c B2; por lo tanto,
los parametros individuales 1 y B2 no son
estimables.

En la mayoria de los casos las relaciones lineales
entre las variables independientes no son tan
exactas como se supuso en el parrafo anterior,
sino que son aproximadas. Por lo tanto, aunque
exista la inversa (X'X), su determinante puede
ser tan pequefio que su obtencién no dejara de
tener dificultades.

Las consecuencias de una matriz X'X "mal
condicionada" son: la diagonal de su inversa
muy grande y por lo tanto varianzas grandes
para los estimadores minimos cuadréaticos, y
altas correlaciones entre los estimadores de los
parametros. AUn mas, debido a la gran
incertidumbre, se puede presentar mucha
inestabilidad en estos estimadores, pues pueden
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tener el signo equivocado y sugerir, mas de Io{‘.r _0—

normal, consideraciones préacticas o fisicas.
X. VARIABLES INDICADORAS

Hasta ahora se ha supuesto que las variables
independientes son cuantitativas y medidas
en una escala bien definida. Sin embargo, con
mucha frecuencia las variables son
cualitativas y tienen dos o mas niveles. Por
ejemplo, considérese la prediccion del
resultado de una cierta reaccion quimica en
términos de la concentracion de los insumos,
la presion, el tiempo de reaccion (todas
variables cuantitativas), y del tipo de
catalizador, (cualitativo: tipo 1,...., tipo k). C\ O—\
En todos estos ejemplos se observa una variable :
cualitativa a diferentes niveles. Para modelar su
efecto se introducen variables adicionales. El
efecto de una variable cualitativa que se observa /—
a k niveles diferentes (como si fuera de k

fabricas diferentes) en la respuesta de Y, puede D/

representarse por k-1 variables indicadoras.
Estas variables indicadoras o ficticias se C\_/
definen como IND; = 1 si las observaciones
vienen del nivel i (para 1 <i<k-1)yOeno O_\_/
caso. Combinando los efectos de estos
indicadores con los efectos de p variables
cuantitativas Xi, ...., Xp, se puede expresar el
modelo como: -—

Ve =PBo+ Z?:l Bix + X1 0}INDy; + E;

[15] o~ __
-

Si las observaciones varian desde el nivel k, el 0
.D_

efecto de las variables cuantitativas
independientes esta dado por:
E(y:) =PBo + 2?21 Bixti [16] 0 N

Si las observaciones varian desde et nivel i (1 <
i <k-1), su efecto es:

E(y:) =PBo + 6; 2?21 Bixti [17]

donde el pardmetro es el efecto del nivel i
relativo al nivel k. Este efecto es aditivo y no O\ :. A}
o=

{
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depende de las otras variables independientes
X]_, ceey Xp

La representacion grafica de la variable
indicadora no es Unica. Alternativamente, se
puede definir INDy = 1 si la observacion desde
el nivel i+ 1 (para 1 <i<k-1),y 0 en otro caso.
En este caso el pardmetro representa los efectos
de los niveles comparados con el nivel 1.
Alternativamente, se pudieron definir Kk
indicadores y omitir el intercepto Bo. Aqui, los k
parametros 61 representan los interceptos de k
planos paralelos p-dimensionales.

Los pardmetros son facilmente estimables para
cualquier representacion que se adopte. Las
columnas de la matriz X del modelo se
componen de los valores de las variables
independientes X; y las deméas por columnas
unos'y Cceros.

En el primer caso visto aqui los niveles de la
variable cualitativa no interactGan con las otras
variables en el modelo. Para considerar las
interacciones se pueden introducir términos de
productos cruzados Xq INDg (1 <i<py 1<) <
k - 1). Por ejemplo, el modelo adecuado de
producto cruzado parap =1y k:

Ve = Po + Bixe + 61INDyy + 6,INDyy +
811XtIND¢qy + 822x¢1INDy, + E [18]

Las variables indicadoras también pueden
usarse para estimar segmentos en modelos de
regresion lineal. Considérese un modelo de
regresion lineal con una variable predictora, p =
1. Suponga, por ejemplo, que las ventas y:
crecen linealmente con la inversion en
publicidad: y: = Bot Bix+E:.

Sin embargo, suponga que, si el costo de la
publicidad excede una cierta cantidad, X', el
efecto de cada peso adicional gastado sera
menos de PBi. Entonces esta regresion lineal
marginada puede ser modelada como:

Yt = Po + Pixt + B2(xe —x")IND, + E;
[19]
donde IND; = 1 si x; #x"y el parametro 32 mide
la pendiente.

XI. PRINCIPIOS ESTADISTICOS
GENERALES PARA LA
CONSTRUCCION DE MODELOS

Se ha supuesto que se conoce la funcion del
modelo de regresién y la aplicabilidad de los
estimadores minimos cuadraticos y los
prondsticos de error medio minimo cuadratico.
Estas propiedades dependen de las hipotesis del
modelo, tales como independencia, igual
varianza y normalidad de los términos del error.

La inferencia estadistica es una herramienta
invaluable para el analisis de los datos y la
construccion de modelos, pero por ninguna
razén es la Unica. Previamente a la estimacion
de pardmetros se debe especificar la relacion
funcional entre las variables dependientes e
independientes. Luego de la estimacion de los
parametros se debe evaluar el ajuste del modelo.
Se debe determinar lo adecuado de la relacion
funcional supuesta, y si se satisfacen las
hipétesis de normalidad, igualdad de varianzas e
independencia de los errores. Si el modelo
ajustado es inadecuado, se debe plantear uno
nuevo y se debe repetir el ciclo de estimacion y
verificacion. Solamente cuando el modelo pasa
estas revisiones, puede ser usado para
interpretacion y prondstico.

Un principio muy importante en la construccion
de modelos es el de la parsimonia, también
Ilamado la barbera de Ockham, el cual se puede
interpretar como si "en la eleccion de algunos
modelos competitivos, todo lo demas igual, se
prefiere el mas simple". Preferir los modelos
simples a los de méas parametros se debe a que
son mas faciles de explicar e interpretar y la
explicacion de cada parametro innecesario
aumenta la varianza del error de prediccién en
1/n. Esto se comprueba al notar que la matriz de
covarianzas del vector de valores ajustados y”
= Xp* = X(X'X)1X’ y esta dado por V(y") =
o?(X'X)*X'. La varianza promedio de un valor
ajustado esta dado por:

1 R 2 , ,
;2?=1 Viye) = %TT[X(X X)—1X'] =
2

P [20]
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donde Tr(A) es la traza de una matriz cuadrada
A, o sea la suma de los elementos de su
diagonal, y 62 (1 + p/n) es la varianza promedio
del error de los prondsticos.

XI1. CONCLUSIONES

A través del software existente en la actualidad
se puede comprobar facilmente lo adecuado del
ajuste del modelo elegido. Un modelo puede ser
inadecuado por varias razones:
a. La forma funcional puede ser
incorrecta, y
h. La especificacion del error puede que
no sea adecuada. En particular, puede que
los errores no se distribuyan normalmente, o
haya desigualdad en las varianzas del error,
0 que los errores estén correlacionados.

Se define un residual como e; = y;- y{", para t =
1, 2, 3, ... donde y: es una observacion y y;" es el
valor ajustado correspondiente obtenido del
analisis de regresion. El andlisis de los
residuales es muy util para verificar la hipétesis
de la distribucion normal (0, 62) de los errores y
para determinar si son utiles los términos
adicionales incluidos en el modelo. Los
residuales e no son variables aleatorias
independientes porque involucran los valores
ajustados y;" los cuales se basan en los
estimadores muestrales by y bi. Asi, los
residuales se asocian con s6lo n-2 grados de
libertad. Cuando el tamafio muestral es grande
en comparacion con el nimero de parametros en
el modelo de regresion, la dependencia entre los
e: pierde importancia y puede ser ignorada. Un
grafico de los residuales contra la variable
independiente es supremamente Gtil para ver si
una funcioén de regresion lineal es la adecuada y
para comprobar si la varianza de los términos del
error es constante.
Se puede considerar el uso de los residuales para
examinar seis tipos importantes de desviaciones
del modelo aplicado al cual se le asignan errores
normales:

1. Lafuncion de regresion no es lineal.

2. Los términos del error no tienen

varianza constante.

3. Los términos del error no son

independientes.
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:

4. ElI' modelo se ajusta a unasD_ R
normalmente.

observaciones atipicas.

5. Lostérminos del error no se distribuyen 0 Q ™,

6. Una o varias variables independientes

importantes han sido omitidas en el modelo. Q_\_
En la verificacion del diagnostico, se observan
los residuales e; = y; — y;" puesto que expresan la
variacion que el modelo de regresion no pudo
explicar. Se puede considerar que los residuales
¢ son los estimadores de E; de esta forma, si el
modelo ajustado es correcto, los residuales
deben confirmar las hipdtesis formuladas acerca \—
de los términos del error. Los diagramas de C\_/—
puntos (o histograma) de los residuales e: contra C\ O—\
los valores ajustados y:", o contra cada variable :
independiente o contra el tiempo (si los datos N, O

fueron recogidos cronol6gicamente), son de
especial utilidad en esta etapa del analisis.

/_
Si se satisfacen las hipétesis del modelo, el D/ 0—\\
grafico debe semejar una distribucion normal.
Al graficar los residuales contra los valores C\_/
ajustados, respecto de cada variable
independiente, o contra el tiempo, deben var D_\_/
en una banda horizontal alrededor de cero.

Cualquier desvio se tomard como una indicacién D_\D_
de lo inadecuado del modelo.
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